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Abstract 

L'un des objectifs de ce papier consiste a ramener la theorie-M, consideree comme la 
limite des cinq differentes theories des supercordes, a une theorie a 3 + 1 dimensions et 
avec un nombre de supercharges minimal. Nous montrons que ce modele ne se realise 
qu'a travers I'introduction d'une variete tres speciale d'holonomie G2. Par la suite, nous 
procedons a I'etude des modeles resultants de la compactification de la theorie-M sur 
cette variete dans ses deux cas: regulier et singulier. 

Keywords: Theone-M, Theorie des supercordes, Vanetes d'holonomie G2, Variete K3, 
Smgulantes ADE. 



I. INTRODUCTION 

L'ultime but de la physique des hautes energies 
est de fournir une theorie unique qui decrive 
I'univers dans son ensemble *. Cette quete fut 
lancee dans les annees 1960 sous I'impulsion des 
physiciens Glashow, Salam et Weinberg. Ces trois 
chercheurs sont parvenus a unifier les deux interac- 
tions faible et electromagnetique en faisant appel 
a des symetries internes. Des lors, cette theorie fut 
connue sous le nom de "theorie electrofaible" . Par- 
allelement a cette derniere, le "Modele Standard" 
est apparu pour tenter d'expliquer et d'ordonner la 
grande quantite de particules decouvertes. Toute- 
fois, vers les annees soixante dix, cette branche 
de la physique a pu decrire, dans ce qu'on ap- 
pelle la theorie de la grande unification, les trois 
forces electromagnetique, faible et forte. Mais 
malgre son succes remarquable, le Modele Stan- 
dard demeure insatisfaisant puisqu'il n'inclut pas 
la gravite. Ainsi dans le but de faire face a cet ob- 
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stacle, d'autres modeles ont ete developpes parmi 
eux la theorie des cordes. 

Le postulat de base de la theorie des cordes consiste 
a representer la particule non pas par un point, 
mais plutot par une corde dotee d'une longueur 
tres petitc"'^'^'^. Celle-ci balaye un chemin qui est 
une surface bidimensionnelle conforme. 
La theorie des cordes la plus simple, est celle des 
cordes bosoniques qui semble n'etre valable que si 
I'espace-temps possede 26 dimensions au lieu de 
nos quatre habituelles! En plus de sa dimension 
critique, cette theorie n'est pas consistante en rai- 
son de quelques lacunes qu'elles presentent (voir 
section II). Afin d'y remedier, la theorie des su- 
percordes ou des cordes supersymetriques fut in- 
troduite. Cette derniere est censee constituer un 
jour le meilleur espoir de developper une "theorie 
du tout" fondamentale, surtout qu'elle contient 
dans son spectre une particule identifiee au gravi- 
ton (mediateur des interactions gravitationnelles). 
Selon cette theorie, il existe cinq types de super- 
cordes a dix dimensions deux de supersymetrie 
A/" = 2 et trois autres ayant une supersymetrie 
^ = 1"^. Quoiqu'elles vivent dans un espace-temps 
dont la dimension est inferieure a 26, celle-ci reste 
tres superieure a nos quatre dimensions reelles. 
Heureusement, le procede de compactification qui 



prend sa source des anciens travaux de Kaluza- 
Klein, permet aux cinq modeles d'etre definis dans 
des dimensions inferieures^'^. Ce mecanisme of- 
fre d'une part la possibilite de reduire la dimen- 
sion, ct d'autrc part cello do connecter Ics diffcrcnts 
modeles obtenus par le biais des symetries de du- 
alites. Parmi ces symetries, nous citons la dualite- 
T et aussi la dualitc-S qui pcrmct dc determiner la 
limite de couplage fort de trois modeles seulement 
des supercordes: type IIB, type I et Heterotique 
SO{32). Tandis qu'aux deux autres modeles: type 
IIA et Heterotique E^x Es, i\ a ete conjecture que 
ce sont des limites non perturbatives de la theorie- 
M. Cette theorie est decrite a faible energie par une 
theorie de supergravite a onze dimensions ayant 32 
supercharges conscrvoes {Af = !)• 

La force de la theorie-M c'est qu'entre autre elle 
est envisagee comme la limite des cinq differentes 
theories des supercordes. Ccpendant elle so 
propage, comme nous venons de le mentionner, 
dans un espace a onze dimensions alors que I'espace 
reel est seulement a 3 + 1 directions non compactes. 
A cet egard, I'un des objectifs centraux de ce pa- 
pier consiste a ramener la thcoric-M a une theorie a 
3-1-1 dimensions et avec un nombre de supercharges 
minimales. Cette derniere ne s'obtient qu'a travers 
I'introduction d'une varictc tres speciale qui doit 
verifier deux proprietes a la fois^'^^: 

1. Etrc dc dimension sept. 

2. Avoir pour groupe d'holonomie le groupe G2 
qui, lui seul, permet de conserver le | des 
supercharges initiales. 

Par consequent, seule la compactification de la 
theorie-M sur cette variete assure I'obtention d'un 
modele k D = 4 J\f = 1 ayant un groupe de jauge 
abelien. 

Compte tenu de la nouveaute et de la grande 
importance de ce resultat traitee dans une bonne 
partie de ce document, nous avons jugc utile 
d'aller au dela de I'idee de la compactifica- 
tion de la theorie-M sur une variete d'holonomie 
G2 reguliere. Pour cette raison, nous nous 
sommes bases dans le dcveloppement de cet as- 
pect sur les travaux rcccnts d'Acharya, Atiyah, 
Witten et d'autres*'^^'^'''^^. Selon ces recherches, 
I'attribution de realisations bien particulieres a la 
variete d'holonomie G2, localement au voisinage 
des singularites, est capable de nous susciter un 
modele a quatre dimensions avec un nombre min- 
imal de supercharges et qui posscdc en plus un 
groupe de jauge non abelien ainsi que de la matiere 
chirale. 

Pour developper ces diffcrcnts axes nous pro- 
posons de repartir ce papier en trois sections que 
nous presentons comme suit: 



Dans la deuxieme section, nous commengons par 
introduire la theorie des cordes bosoniques tout en 
rappelant des notions de base de la theorie des su- 
percordes. Ensuite nous evoquons le procede de 
compactification ainsi que quclqucs cxemplcs de 
symetrie de dualite. Nous completons cette sec- 
tion en traitant, selon deux approches differentes, 
la thcoric-M comme Time des consequences ma- 
jeures de I'etude de dualite. 

Quand a la troisieme section, elle est consacree 
a la compactification de la theorie-M que nous 
etudions en deux parties: 

Dans la premiere partie, nous presentons, en 
detail, une dualite d'importance capitale entre la 
theorie-M sur K3 et la corde heterotique sur 
k sept dimensions. Alors que dans la seconde par- 
tie, nous devoilons certaines des caracteristiques et 
proprietes de la variete compacte qui nous permet 
d'aboutir a un modele a quatre dimensions avec 
un nombre minimal de supercharges. Cette variete 
n'est autre qu'une variete a sept dimensions ayant 
un groupe d'holonomie G2 que nous notons X. 

La quatrieme section est egalement constituee 
de deux parties. 

Au cours de la premiere, nous presentons une 
realisation de la variete X dont les singularites 
garantissent I'obtention d'un modele physiqiie a 
D = A avec J\f = 1 ayant un groupe de jauge non 
abelien. Or, inspiree de la dualite corde-corde la 
plus intcrcssantc existant a six dimensions entre la 
supercorde type IIA sur K3, avec des singularites 
ADE, et la supercorde heterotique sur T*, nous 
deduisons que cette realisation ne peut etre qu'une 
fibration K3 sur une base a trois dimensions et 
dont le premier nombre de Betti est nul. 

Dans la deuxieme partie de cette section, nous 
nous sommes basees sur un resultat des travaux de 
Katz ct Vafa^^ concernaiit I'ingenieric! gconietriquc! 
de la matiere chargee pour type IIA sur une Calabi- 
Yau de dimension trois complexes. Ce travail nous 
a pcrmis de completer la construction dc X afin 
qu'elle fournisse de la matiere chirale en plus des 
symetries non abeliennes dans le spectre du modele 
resultant a quatre dimensions. 

Enfin, nous terminons par une conclusion. 

II. THEORIE-M A PARTIR DES 
SUPERCORDES 

A. Theorie des cordes et des supercordes 

A la fin des annees 1960, la theorie des cordes 
(ou la theorie des cordes bosoniques) a surgit afin 
de decrire la force nucleaire forte. Quelques annees 
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plus tard, en 1971, rinclusion des fermions a en- 
traine I'etude de la corde supersymetrique appelee 
aussi supercorde. Cependant, le developpement 
rapidc qu'a connu la Chromodynamique quantiquc 
(QCD) en 1973 I'a incite a ctrc rcconnuc commc 
theorie capable de decrire les interactions fortes. 
Ainsi la theorie des cordes (supercordes) fut privee 
dc son but initial, mais cllc acquicrt un autre ob- 
jectif puisqu'elle fut estimee par la suite d'etre celle 
qui constituera un jour "une theorie du tout fon- 
damentale" . 

Effectivement, il existe parmi ses etats non mas- 
sifs, un etat qui a un spin 2. En 1974, Sherk et 
Shwartz et independamment Yoneya ont montre 
que cette particule interagit comme un graviton^'*. 
Ce fait a permis a la theorie d'inclure la relativite 
generale. Par consequent, les trois physiciens ont 
propose d'une part que la theorie doit etre utilisee 
pour I'unification, et d'autre part que I'cchelle de 
longueur de la corde doit etre comparable a la 
longueur de Plank. 

1. Theorie des cordes 

Contrairement a la theorie qiiantique des 
champs oii les objets fondamentaux sont consideres 
comme des particules ponctuelles de dimension 
nuUe, la theorie des cordes les voit plutot comme 
des objets ctcndus^ de dimension un possedant une 
tension T . De plus, certains de ces objets (cordes) 
sont fermes vus comme des boucles, d'autres sont 
ouverts assimilcs a des petits segments avec des 
conditions aux bords de Dirichlet ou de Neumann^ . 
D'autre part, puisque la theorie des cordes est une 
theorie quantique relativiste qui inclut la gravitc, 
alors elle doit suseiter I'existence d'un lien entre 
les constantes fondamentales. Effectivement, la 
Vitesse de la lumiere c, h la constante de Planck 
et G la constante gravitationnelle de Newton sont 
tous reliees dans les formules suivantes. 

• L'echelle de Planck: 

= 1.6 X IQ-^^cm (2.1) 

• La masse de Planck: 

f he Y 
= 1.2 X lO^^GeV/c^. (2.2) 



Lors de son mouvement, la corde bosonique (soit 
fermee ou bien ouverte) balaye une surface bidi- 
mensionnelle appelee surface d'univers. De cette 
propriete, il decoule que la theorie classique des 
cordes peut etre considcrec comme une theorie 
des champs bidimensionnelle conforme. Par suite, 
au niveau quantique, les contraintes d'invariance 
conforme exigent que la dimension de I'espace- 
temps soit D = 26 au lieu de (1 + 3) dimen- 
sions habituelles. Bien que cette theorie des cordes 
bosoniques possede d'importantes caracteristiques, 
elle n'est pas consistante en raison de: 

1. La dimension critique D = 26. 

2. L'absence des fermions necessaires pour 
decrire la matiere. 

3. La presence du tachyon dans son spectre 
(particule de masse au carre negative). 

2. Theorie des supercordes 

Suite a tout ces problemes fut introduite la 
theorie des supercordes. Elle est consideree comme 
une generalisation supersymetrique du modele de 
la corde bosonique, et ceci en ajoutant des champs 
fcrmioniques sur la surface d'univers. Cette aug- 
mentation par des spineurs donne lieu a une 
symetrie plus riche a savoir la symetrie supercon- 
forme. De plus I'adjonction des champs fcrmion- 
iques a la corde bosonique, qui sont a la fois 
des spineurs de Majorana a deux dimensions et 
des vecteurs de Lorentz, a pour consequence la 
reduction de la dimension critique de 26 a 10 di- 
mensions. Dans cettc! theorie, le problcme du 
tachyon fut surmonte par la projection de Gliozzi, 
Sherk et Olive (GSO)^'^ qui consiste a supprimer 
quelques etats de la theorie et par ailleurs, per- 
met de se limiter a un sous espace des etats du 
spectre oii I'existence d'un nombre egal de partic- 
ules bosoniques et fermioniques a chaque niveau 
d'excitation est garantit. Ce spectre des etats non 
massifs de la supercorde aussi bien que de la corde 
bosonique contient un etat non massif de spin 2 qui 
peut etre identifie au mediateur des interactions 
gravitationnelles: le graviton. 

Entre 1984-1985, apparu "la premiere revolution 
de la supercorde" qui a implique I'existence de 5 
types de supercordes a D=10 classces comme suit: 

(a)- Les supercordes ayant une supersymetrie 
d'espace-temps J\f = 1 a dix dimensions com- 
prenant: 

1. La supercorde de type I avec un groupe de 
jauge SO{32). 
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2. La supercordc hctcrotique 5*0(32). 

3. La supercorde heterotique Es x E^. 

(b)- Les supcrcordes ayant une supersymetrie 
d'espace-temps J\f = 2: 

1. La supercorde non chirale type IIA. 

2. La supercorde chirale type IIB. 

3. Spectre des supercordes 

Lc spectre des ctats non massifs des cinq modeles 
contient le dilaton 0, dont gs = e'^ est la constante 
de couplage de la theorie, le graviton de spin 2 et 
des tenseurs antisymctriques de jauge generalisant 
la notion du potenticl vccteur a des tenseurs 
antisymetriques^ ap+1 indices ((p+1)- 

formes, p = 1,2,.. .). Plus precisement nous avons 
pour: 

• Les theories type II 

Le spectre totale de ces deux modeles est donne 
par: 

i) Secteur bosonique: Ce secteur se scinde en 
deux types. 

(a) Bosons NS-NS: Cos bosons sont les mcmcs 
autant pour type IIA que pour type IIB. lis sont 
repartis en un dilaton (j), un graviton gij,^ et un 
tenseur antisymctrique B^i/. 

{13) Bosons R-R: Ceux-ci par contre dependent du 
choix de chiralite relative des spineurs. 
Dans le cas de la theorie IIA qui est non chirale, 
nous trouvons un vecteur de jauge et un tenseur 
3-formc C^^up antisymctrique. Tandis q\ic dans le 
cas de la theorie type IIB chirale, les bosons R- 
R sont formes d'un champ scalaire x (axion), une 
2-forrne Bf,,, antisymctrique et une 4- forme Dfj^^pa 
antisymetrique auto-duale. 

ii) Secteur fermionique: Les deux secteurs 
fcrmioniques R-NS et NS-R sont identiques et 
contiennent un fermion et un gravitino. 

• La supercorde heterotique: 

Dans ce type par contre le spectre bosonique est 
donne par: 

= K^^a, (2.3) 

avec a ~ 1, dim 50(32) ou dimSg x 
Alors que la partie fermionique est constituee 
du gravitino et du jaugino, partenaires super- 
symetriques du graviton et du champ de jauge 
respectivement dans la representation adjointe du 
groupe de jauge. 



• La theorie type I 

Son spectre est obtenu a partir des supercordes 
type IIB. II correspond au dilaton cf), graviton 5^1, 
du secteur de NS-NS de la theorie de type IIB, 
le tenseur antisymetrique B^i, du secteur R-R des 
supercordes fermees, les champs de jauge 50(32) 
du secteur des cordes ouvertes et leurs partenaires 
fcrmioniques sous la supersymetrie A/" = 1 a dix 
dimensions. La partie bosonique de ce modele est 
donnee par 

(5^„B^„<^),A^ = A»T„, (2.4) 

avec a = 1, . . .dim50(32). Nous notons que le 
spectre de la theorie type I est identique a celui de 
la theorie heterotique de groupe de jauge 50(32). 

B. Compactification en theorie des supercordes 

Afin que la theorie des supercordes decrive notre 
univers qui est seulement a (3 + 1) dimensions 

non compactcs, il s'est averc ncccssaire d'utiliscr 
la methode de compactification^. Ce precede qui 
a vu le jour suite aux travaux successifs de Kaluza 
et Klein, suppose que ccrtaines des dix dimensions 
sont compactcs et non observables a notre cchelle. 
De ce fait, il faudrait considerer des geometries 
ovl I'espace de Minkowski a 10 dimensions Mio se 
decompose en: 

1. Une variete non compacte correspondant a 
I'espace-temps de Minkowski usuel M4. 

2. Une variete compacte de dimension 6 
et de volume tres petit devant notre echelle 
d'observation, 

Mio ^ M4 X Kq. (2.5) 

Ce scenario s'ctend mcme a des compactifica- 
tions sur des varietes compactcs mais vers 
des espaces-temps arbitraires Mio-d. Cependant 
puisque un spineur a dix dimensions se decompose 
en un spineur sur I'espace Kd et un spineur a (10 — 
(i), il en resulte que le nombre de supersymetries 
preservees a (10 — d) dimensions de I'espace-temps 
est egal au nombre de spineurs covariantique- 
ment constants sur K^. Par consequent, ces es- 
paces compactcs sont choisis de sorte qu'ils 
preservent un certain nombre de supersymetries 
des supcrcordes qui se propagent dans un cspace- 
temps de dimension (10 — d). Par suite, les varietes 
Kj, sont classees selon les differents modeles de su- 
percordes resultants a (10 — d) dimensions^. 
Effectivement, parmi les multiples compactifica- 
tions qui existent, nous citons trois des exemples 
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les plus utilises en theorie des supercordes: 

• La compactification toroi'dale sur un tore T'^ 
ayant un groupe d'holonomie trivial U{1)'^. Celle- 
ci conduit a un modele avec 32 supercharges. 

• La compactification sur riiypcrsurfacc K3 dc 
groupe d'holonomie SU (2) preservant la moitie des 
supercharges initiales. 

• La compactifiaction sur des varictcs de Calabi- 
Yau a six dimensions X3 ayant un groupe 
d'holonomie SU{3). 

Ainsi, il est clair a present que la compactification 
nous permct non seulement de decrire les differents 
modeles de supercordes a des dimensions inferieurs 
mais aussi dc reduire leurs nombres de charges su- 
pcrsymctriques. 

D'autrc part, la compactification des cinq 
modeles de supercordes deja cites donne plusieurs 
theories dans les dimensions inferieures. Chacune 
dc ccs theories est parametrisee par les modules 
suivants: 

1. La constante de couplage de la supercorde 
gs — e'^, ovL (j) est la valeur moyenne du dila- 
ton dans le vide. 

2. Les modules gcomctriqucs dc la variete com- 
plexe compacte dont le nombre provient des 
differents choix possibles de la metrique. Ce 
nombre est donne par les deformations dc 
Kahler et les deformations de la structure 
complexe. 

3. Les valeurs moyennes des champs anti- 
symetriqucs des sccteurs NS-NS et R-R et 
des champs de jauge. 

Ces trois types de valeurs 
moyennes parametrisent I'espace des modules de la 
theorie compactificc. Dans la region dc I'espace des 
modules oii la constante de couplage est faible, la 
theorie perturbative est revelante. Alors que dans 
la region oil la constante de couplage est forte, c'est 
plutot le regime non perturbatif qui est dominant. 

C. Dualite en theorie des supercordes 

En depit de ses succes majeurs, la theorie des su- 
percordes connait des doutes persistants puisqu'au 
lieu d'unifier les theories, nous nous trouvons de- 
vant cinq types de modeles consistants a dix di- 
mensions. Par suite apres compactification, un 
grand nombre dc theorie des supercordes surgit 
aux dimensions inferieures. Heureusement, I'annee 
1995 donna naissance a "la seconde revolution de la 
theorie des supercordes" grace a laquelle I'interet 
fut apporte a I'etude des symetries non perturba- 
tives de ces theories. Dans ce contexte, les cinq 



modeles qui apparaissaicnt differents dans leurs de- 
scriptions perturbatives (a faible couplage), sont 
en fait relies a couplage fort par les differentes du- 
alites des cordes. 

Rappclons que cc concept dc dualite deja connu 
en mecanique quantique entre onde et corpuscule, 
signifiant I'existence de deux approches differentes 
du memo systcmc physique, jouc un role important 
dans la theorie des supercordes en permettant la 
connection entre ses differents types^"^. 
Voyons brievement des exemples de symetrie de 
dualite. 



1. Dualite- T 

Cette dualite possede une 

consequence interessante dans le cas des theories 
type IL En effet considerons une theorie type II et 
compactifions la neuvieme direction sur un cercle 
de rayon R. Alors la limite i? — >■ est equivalente 
a la limite R' ^ 00 pour la coordonncc dualc avec 
R' = Cette symetrie signifie que la compactifi- 
cation sur un cercle de petit rayon est equivalente 
a la compactification sur un cercle de grand rayon 
et que les limites i? — >■ et i?' — >■ 00 sont physique- 
ment identiques. De plus, cette dualite-T change 
la chiralitc des etats a mouvement gauche, et par 
consequent transforme la theorie type IIA en type 
IIB et vice-versa. 

Elle rend mcme les theories heterotiques S'0(32) 
et Es X Es cquivalentes a neuf dimensions. 
Ainsi la dualitc-T qui est une symetrie pertur- 
bative resultante d'une compactification a des di- 
mensions inferieures, relie deux theories differentes 
dans la meme region de faible couplage. 

2. Dualite-S 

Cette dualite par contre relie deux regimes de 
couplages differents. Elle est donnee par I'inversion 
du couplage ce qui signifie que 

Qs -■ (2.6) 

9s 

Cette symetrie de dualite nous permet de decrire 
le couplage fort (faible) d'une theorie a I'aide du 
regime a couplage faible (fort) de sa theorie dualc. 
A dix dimensions, la theorie heterotique 50(32) 
et la theorie type I 50(32) sont cquivalentes par 
inversement de couplage de la corde Qhet ^ — - — • 

Qtypel 

D'autre part la dualite-S permet I'echange de la 
constante de couplage qhb ^ j^Tb theorie 
type IIB qui est dite auto-duale sous la symetrie 
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Sl{2,Z). 

En conclusion, les deux theories N = 2 et les 
trois theories Af = 1 sont separement connectees 
par Ic biais dc ccs deux duaUtcs. Mais En 
pratique**'^, il se trouve que le cas le plus impor- 
tant de dualite corde-corde est celui reliant la su- 
pcrcordc IIA sur unc varicte K3 ct la supcrcorde 
heterotique sur un tore T* . Ces deux modeles 
presentent le meme espace des modules 



R+ X 



50(20, 4, R) 
50(20) X S0{4) 



(2.7) 



et la symetrie de jauge perturbative des super- 
cordcs heterotiques sur est identifiee avec les 
singularites de K3. Ainsi cette dualite permet de 
relier les theories J\f = 1 et Af = 2 k six dimensions. 



D. Theorie-M 

1. Introduction 

L'une des consequences majeures de I'etude de 
la dualite entre les cinq modeles de supercordes 
perturbatives a dix dimensions, est le fait qu'on 
peut les voir comme des limites non perturbatives 
d'une seule theorie appclee theorie-M a onze di- 
mensions. 

La lettre " M " a plusieurs interpretations parmi 
lesquelles: 

-Magique ou Mysterieuse. 

-Membrane puisqu'cUc conticnt M2-branc. 

-Mother comme mere de toute les theories. 

-Matrice comme une autre approche possible de 
la theorie. 

Selon Witten, ccttc thcorie-M est decrite a faible 
energie par unc theorie dc supergravite a onze di- 
mensions ayant 32 supercharges conservees {J\f = 
1)- 

Construite en 1978 par Cremmer, Julia et Sherk la 
supergravite possede 3 types de champs: 

1. Le graviton qmn ( avec 44 polarisations ). 

2. Le tenseur de jauge ( 3-forme ) Cmnp ( avec 
84 polarisations ). 

3. Le gravitino ( avec 128 polarisations ). 

Ces champs constituent le "supermultiplet 
gravitationnel" . En plus de ces champs, le spec- 
tre de la theorie-M (supergravite a faible energie ) 



contient egalemcnt des objets solitoniques nommes 
M2-branes qui se couplent a Cmnp, et leurs duals 
magnetiques M5-branes. 

Cette theorie 

supcrsymctriqiic qui est gcncralcmcnt covariante 
possede une invariance de jauge sous laquelle: 



5C = dX 



(2.8) 



avec A est unc 2-formc. Ainsi Ic champ invariant 
de jauge est la derivee de C que nous notons F. 
L'action des champs bosoniques est donnee par 



jv-9R-\ 



F A*F-^C AF AF. (2.9) 



Par consequent les equations de mouvement de C 
et g prennent les formes 



d*F = F AF 



(2.10) 



et 



Rmn = Tmn (O) (2-11) 
oil T est le tenseur energie-impulsion du champ C. 

2. Theorie-M et theorie des supercordes 

(a) Theorie-M et theorie type IIA 

Contrairement a type IIB, la theorie type IIA n'a 
pas de symetrie reliant les couplages fort et faible. 
II a ete conjecture que la limite a couplage fort de la 
theorie type IIA n'est pas une theorie a dix dimen- 
sions, mais plutot unc theorie a onze dimensions 
qui est la theorie-M''. Pour expliquer cette relation 
existante entre ces deux theories, nous identifions 
Ic spectre qui caracterise chacune d'elles a dix di- 
mensions. 

La compactification de la theorie-M sur un cercle 
de rayon Riq qui est donne par: 



R 
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^ii5l 



(2.12) 



avec Qs est la constante de couplage de la theorie 

type IIA et In = a'gi est I'echelle de Plank a onze 
dimensions. Ainsi le rayon i?io de la onzieme di- 
mension est bien relie a Qs de type IIA. 

De plus pour M.N.P = 0. .10 ct fi.iy.p = 

0, ....,9, cette compactification se resume comme 
suit: 

-La metrique a onze dimensions gMN se reduit 
en: 

1. La metrique g^i, a dix dimensions. 

2. Le champ de jauge 5^10 = A^. 
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3. Le dilaton (j) = .91010- 

En terme de noinbre de degre de liberte ceci 
s'exprime par 

44 = 350 8 1. (2.13) 

-Le tenseur de jauge Cmnp donne a son tour 
par la reduction dimensionnelle: 

1. La 3- forme C^up- 

2. La 2-forme = C^vw, 

D'ou nous pouvons I'ecrire comme suit: 

84 = 56 28. (2.14) 

Par consequent, ces champs coincident avec les 
champs bosoniqucs dc la tlicorie type IIA dans 
ses deux secteurs R-R et NS-NS. Autrement dit, 
a faible couplage Qs — et {R\o — > 0) nous 
obtcnons la theoric type IIA a dix dimensions. 
Tandis qu'a fort couplage (/« — > 00 le rayon de 
compactification devient infini (i?io — > 00), alors 
nous retrouvons une theorie dont la onzicmc di- 
mension est non compacte et qui n'est autre que 
la theorie-M. 

D'autre part, puisque le spectre non massif de la 
theorie-M contient aussi des objets non perturbat- 
ifs, alors il faut s'attendre a retrouver les branes de 
la theorie type IIA apres la reduction dimension- 
nelle sur un cercle vers dix dimensions. 
En cffet, 

o la M-2 brane transverse a la direction compacte 

est I'origine de D-2 brane a D=10. 

o la M-2 brane enveloppee autour de la dimension 

compacte donne la corde fondamentale. 

o La M-5 brane transverse a la onzieme dimension 

donne lieu a NS-5 brane. 

o La M-5 brane enveloppee autour de la dimension 
compacte produit la D-4 brane. 
❖ Par centre la D-0 brane (duale de D-6 brane) est 
couplee a g^io. 

Ainsi tous les objets perturbatifs et non perturbat- 
ifs de type IIA sont obtenus a partir de la theorie- 
M. 

(b) Theorie-M et corde heterotique Eg x Eg 
Une autre approche pour mieux comprcndre la 
theorie-M est de considerer son comportement sur 
une orbifold particuliere a onze dimension ^j, 011 

Z2 agit sur comme inversion de x^^ — > —x^^. 
L'espace resultant est vu comme un segment de 
points fixes et tt. 

La theorie-M sur R^" x |- se reduit dans le cas 

Z12 

de basse energie a une theorie de supergravite a 

D = 10 avec Af = 1. Or, il y a trois theories 
de supercordes possedant cette structure a basse 
energie, 



• Heterotique Eg x Eg. 

• Heterotique et type I ayant chacune SO{32) 
comme groupe de jauge. 

Ainsi, si le rayon de tend vers 0, la theorie-M 
sur R^° X |- se reduit surement a I'une de ces trois 
theories. 

Selon Horava et Witten^, cette theorie ne peut etre 
que la corde heterotique Eg, x Eg. Puisque la con- 
struction de cet orbifold entraine generiquement 
I'existence d'etats twistes localises sur les deux 
points du segment. Alors physiquement ceci peut 
etre interprete comme I'existence des D9-branes a 
chaque extremite du segment. Ainsi elles portent 
des degre de liberte de jauge qui nous indiquent 
que les groupes de jauge possibles h D = 10 J\f = 1 
doivent avoir une dimension 496. Et du fait que 
nous avons deux hyperplans fixes aa; = 0eta; = 7r 
done la dimension est exactement 248 qui n'est 
autre que celle de Eg. 

Finalement, la theorie-M sur I'orbifold deja citee 
est reliee a la corde heterotique Eg x Eg avec un 

Eg se propageant en chacun des deux hyperplans 
qui forment les bords de I'espace-temps. 

En conclusion, si la dualite-S nous a permis de 
determiner la limite de couplage-fort des modcles 
type IIB, type I et heterotique 5*0(32) et bien seule 
I'introduction de la theorie-M, qui est a D — 11, 
est capable de determiner la limite de couplage- 
fort des modcles type IIA ct heterotique Eg x Eg. 
Ainsi cette theorie permet de faire appel a la 
physique non perturbative des cinq theories des 
supercordes dans laquelle, les cinq modcles qui ap- 
paraissaient differents dans leurs descriptions per- 
turbatives faiblement couplees, sont en fait relies a 
couplage fort par le procede de dualite. 

III. COMPACTIFICATION DE LA 
THEORIE-M 

Dans la section precedente, nous avons constate 
que les symetries de dualite ont conduit a une 
revolution dans la conception des theories des su- 
percordes, puisqu'elles nous ont permis de voir les 
cinq modeles des supercordes comme des manifes- 
tations d'unc seule theorie qui est la theorie-M. Or 
etant donne que cette derniere est decrite a faible 
energie par une theorie de supergravite a onze di- 
mensions. Alors il sera intcressant d'essayer de la 
ramener a une theorie ayant un iiombre minimal de 
supercharges et se propageant au monde reel a 3-1-1 
dimensions habituelles. De ce fait, nous avons be- 
soin de compactifier sur une variete de dimension 
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sept. Mais avant d'aborder cette reduction dimen- 
sionnelle qui necessite I'introduction d'une variete 
de groupe d'holonomie G2, nous allons en premier 
lieu utiliser I'un des resultats remarquables offerts 
par la dualitc^ reliant la supcrcordc IIA sur unc 
variete K3 et la supercorde heterotique sur un tore 
. Ce resultat n'est autre que la relation entre 
la theorie-M et la corde heterotique a sept dimen- 
sions. 



A. Dualite entre theorie-M et corde 
heterotique a sept dimensions 

La theoric-M compact- 

ifiee sur K3 est equivalcntc^ a la corde heterotique 
sur un tore . Afin d'cxpliciter ce resultat, com- 
mengons tout d'abord par rappeler que K3 est une 
variete Kahlcricnnc conipactc do dimension rccllc 4 
et de courbure de Ricci nuUe^. Elle a pour groupe 
d'holonomie le groupe SU{2) qui assure I'existence 
de spincurs covariantiqucmcnt constants. De plus 
la compactification sur K3 preserve la moitie des 
charges supersymetriques initiales. Localement, 
cette variete a pour espace des modules: 



A4(A'3) =R+ X 



50(3, 19) 



SO{3) X 50(19) 



(3.1) 



qui contient 58 paramctrcs reels ct oil corre- 
spond a un facteur d'echelle global de la metrique 
de K3, qui peut etre vu comme le volume de K3. 

Dans un point rcgulicr de Ai{K3), les mod- 
ules geomctriqucs do K3 suffisent pour decrire 
la compactification dc la theorie-M sur cet es- 
pace. Effectivement a sept dimensions, nous 
retrouvons exactement 58 champs scalaires non 
massifs qui nc sont aiitrcs que Ics fluctuations 
de la metrique sur K3, surtout que la 3-forme 
ne genere aucun degre de liberte supplement aire 
sur K3 puisquc b3{K3) = 0. D'autrc part, 
en plus de la metrique et la 3-forme, le groupe 
H'^{K3,R) = indique I'existence de 22 

classes lineairement independantes des 2-formes 
harmoniques. Ainsi nous avons un groupe de 
jauge C/(l)^^ caracterisant les 22 champs de jauge 
resultants a sept dimensions. Et puisque bi{K3) = 
0, ce fait exigc que le spectre donne est le spectre 
complet du modele obtenu a sept dimensions ayant 
16 supercharges. 

Reste maintenant a prouver qu'il s'agit exacte- 
ment du mcmc spectre que celui de la theorie de 
la corde heterotique sur T^. 

Rappelons qu'a dix dimensions, la corde 
heterotique a les champs bosoniques non massifs 
suivant: une metrique, une 2-forme B, un dilaton 

et des champs de jauge non abeliens de groupe de 



structure 50(32) ou EsxEs- De plus, elle possede 
16 supercharges globales qui restent preservees lors 
de la compactification sur un tore T^. Ainsi une 
metrique plate sur donne lieu a six scalaires 
non massifs. Ccux-ci sont joints par trois dc plus 
provenant du champs B et qui sont caracterises par 
les trois 2-formes harmoniques independantes dans 
T^. D'autre part, pour que les champs dc jauge 
sur soient supersymetriques, il faut que leurs 
champs de forces s'annulent. Autrement dit il faut 
qu'ils aient des connections plates surtout qu'ils 
sont parametrises par les lignes dc Wilson autour 
des trois cercles independants du tore. Ainsi les 
bosons de jauge fournissent apres la compactifica- 
tion toroi'dale 16 x 3 modules associees aux lignes 
dc Wilson. Dans notrc cas le tore maximal, du 
groupe de jauge, duquel provient les connections 
plates des champs est U{lY^. 

II est clair a present que Ic nombre total des 
scalaires est 58. D'oii localement selon Narain, 
I'espace des modules a la meme forme que celui 
de (3.1) avcc R+ qui parametrise dans ce cas les 
valeurs possibles de la constante de couplage de la 
corde. Ajoutons que le groupe de jauge a sept di- 
mensions (pour la metrique et le champ B) est un 
sous-groupc dc 5*0(32) ou dc x E^ qui commute 
avcc les connections plates de T'^. Plus exactement 
ce groupe de jauge est le groupe abelien C/(l)^^. 
En plus, les trois 1-formes harmoniques de im- 
pliqucnt 3 champs dc jauge U{1) produit par le 
champ B auxquels s'ajoutent trois autres donnes 
par la metrique. 

Finalement, nous concluons que dans un point 
generique de I'espace des modules M, les theories 
de supergravite a basse energie resultantes soit dc 
la compactification de la theorie-M sur K3 ou de 
la corde heterotique sur sont les memes. 



B. Theorie-M a quatre dimensions 

Comme nous I'avons deja mentionne, la theorie- 
M est consideree comme "mere" des cinq theories 
des supercordes. Par consequent, il est evident 
qu'elle soit duale a la corde heterotique a sept di- 
mensions aussi bien qu'elle contribue dans la de- 
scription des differentes theories de supercordes 
dans des dimensions inferieures a dix. De ce 
fait, plusieurs questions s'imposent et persis- 
tent surtout que notre objectif fondamental est 
d'atteindre les quatre dimensions de I'espace- 
temps R^'"^. 

Ainsi dans le but de completer notre etude tout 
en repondant aux differentes questions, nous com- 
mencons tout d'abord par devoiler certaines des 
caracteristiques et des proprietes de la variete com- 
pacte qui nous permettra d'aboutir un modele a 
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quatre dimensions avec un nombre minimal de su- 
percharges. 

1. Variations supersymetriques 

Puisque la theorie-M est une theorie super- 
symctriquo, alors il est naturcl do chcrchcr scs 
vides supersymetriques. Dans le cas de la theorie 
classique, ceci revient juste a trouver les conditions 
pour IcsqucUcs Ics variations supersymetriques dcs 
trois champs, qui constituent le supermultiplet 
gravitationnel, s'annulent. Mais, le fait que sous la 
transformation de Lorentz la valeur moyenne dans 
le vide du champs ip doit etre nuUe incite les varia- 
tions des champs g et C k s'annuler automatique- 
ment. 

Ainsi, il reste a attribuer aux champs C et a la 
mctriquo g des valeurs pour les quelles la variation 
de ip soit nuUe: 

= 0. (3.2) 

II est clair a present que la fagon la plus simple pour 
resoudre ces equations est d'octroyer a F la valeur 
zero {F ~ 0). Dans ce cas, nous devons chercher 
une varictc a onzc dimensions avec unc mctrique g 
qui admet un spineur cavariantiquement constant 
(ou un spineur par allele): 

VnV = (3.3) 

Cettc equation peut etre reecrite sous une forme 
plus synibolique 

V,7? = 0, (3.4) 

ou Vg est la connection de Levi-Civita construite 
a partir de g. 

Ainsi, les solutions pour ces conditions pcuvent 
etre classees via le groupe d'holonomie de la con- 
nection Vg. 

2. Groupe d'holonomie 

Le groupe d'holonomie d'une connection agis- 
sant sur un champ comme r] ou sur un champ 
vecteur, se comprend en terme du transport par- 
allele. 

Pour une variete Riemaniennc a onze dimensions, 
considerons une courbe fermee autour de laquelle 
le champ est transporte. Alors dans le cas oii la 
connection est une connection de Levi-Civita, le 



champ revient a son point de depart grace a une 
rotation du groupe SO{l, n— 1) qui est exactement 
SO{l, 10) pour la theorie-M. Le groupe genere par 
I'ensemble des rotations responsables du transport 
parallele du champs autour des courbes fermccs 
de la variete est nomme groupe d'holonomie de 
Vg. Ce groupe est note Hol{g) puisqu'il depend 
du choix de la metriquc g. 

En effet, si nous n'imposons aucune condition sur 
g, alors pour notre modele Hol{g) = 50(1,10). 
Par centre pour im choix particulier de g, Hol{g) 
est un sous groupe propre de 5(9(1, 10). 

Or, rappelons que notre but majeur dans cette 
section est d'atteindre un modele se propageant 
dans I'espace a quatre dimensions a partir de la 
theorie-M a onzc dimensions. C'cst pourquoi, nous 
allons consacrer la suite de cette section a I'etude 
de la variete qui nous permettra d'aboutir a notre 
fin. 



3. Variete d'holonomie G2 

A ce stade, il est clair que seule la compactifica- 
tion sur une variete compacte de dimension sept X 
peut fournir un modele dans "notre espace-temps" : 

R^'^° R^ -^ X X (3.5) 

En particulier, la mctrique g a onze dimensions 
s'ccrit comme produit de deux metriques I'une de 
X notee g (X) et I'autre de Minkowski R^'^. 
Dans ce cas, le groupe de Lorentz de I'espace- temps 
a onzc dimensions se brise explicitement sous la 
forme suivante: 

50(1,10) 50(1,3) X ^(^(T) (3.6) 

oil 50(1,3) est le groupe de Lorentz a quatre di- 
mensions. 

Aprcs cette brisurc, les conditions super- 
symetriques sont satisfaites si la metrique g {X) 
admet un spineur 9 obeissant la relation: 

Vg'(x)^ = (3.7) 

en choisissant 

ri = 0(g)e (3.8) 

oil e est une base de spineurs constants dans 
I'espace de Minkowski. 

Dans ce cas, la condition (3.7) impose au groupe 
d'holonomie de la variete compacte X de dimen- 
sion sept, que nous notons Hol{g {X)), d'etre un 
sous groupe de 50(7). 

Ce fait permet a la variete X d'etre realisee 
de plusieurs manieres impliquant ainsi differents 
modeles a quatre dimensions. A titre d'exemple, 
considerons les trois realisations suivantes: 
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• X = T*" qui a pour groupe d'holonomie 
U{iy. Le modele obtenu a quatrc dimen- 
sions possede 32 supercharges d'oii J\f = 8. 

• X = K3 X le modele resultant dans ce cas 

a 16 supercharges cad A/" = 4. 

• X = CY^ X S-^ donne a quatre dimensions 
una theorie avec 8 supercharges J\f =2. 

Mais notre objectif est de retrouver un modele a 

quatrc dimensions avcc un nombre de supercharges 
minimales (cad 4 charges supersymetriques ce qui 
implique M = I), apres la compactification de la 
thcoric-M a onzc dimensions possedant 32 super- 
charges. Alors le choix de la variete X doit ctre 
tres particulier. 

Parmi toutcs Ics realisations possibles de X, sculc 
une variete ayant le groupe d'holonomie G2 qui 
est le sous groupe propre maximal de S0{7) pent 
avoir une representation spinorielle contenant un 
singlet^. 

De fagon explicite 

50(1, 10) — ^ S0{1, 3) X 50(7) 

32 — s.(4,8) (3.9) 

avec 8 est la representation spinorielle de SO{7) qui 

sc decompose en un singlet ct unc representation 
fondamentale de G2 que nous ecrivons: 

8 — > 1 + 7. (3.10) 

Ainsi (3.9) se reecrit comme suit: 

50(1,10) 50(1,3) X 50(7) 

32^(4,1)0(4,7) (3.11) 

Nous dcduisons alors que seule la compactifica- 
tion de la theorie-M sur une variete compacte de 
dimension sept ayant un groupe d'holonomie G2 
permct de rcaliscr un modele a quatre dimensions 
possedant un nombre minimal de supercharges, 
plus exactement quatre supercharges d'ou J\f = 1 
et pas plus. 

4- Proprietes des varietes d'holonomie G2 

II est vrai que la metrique g {X) choisit 
precedemment admet 6 comme spineur parallele. 
Mais ceci n'empeche de construire d'autres champs 
de X qui soient covariantiquement constants^. 
Ainsi toutes p-formes ayant les composantes suiv- 
antes: 

o^ri„„i^e (3.12) 



peuvcnt ctre paralleles par respect de V^'^^-j. 
Cependant ces p-formes ne sont non nuUes que 
pour des valeurs bien distinctives de p et qui ne 
sont autres que: 0,3,4 et 7. Ceci est dii au fait 
que la decomposition de la representation anti- 
symetrique de 50(7) en terme des representations 
de G2 contenant le singlet n'est valablc que pour 
ces quatre valeurs de p. D'autrc part, en plus de la 
0-forme qui n'est autre qu'une constante dans X et 
la 7- forme qui est sa forme volume, la 3-forme ainsi 
que son duale la 4-forme joucnt un role primor- 
dial. Selon^"'^^, la 3-forme est considcrcc comme 
I'ensemble des structures constantes pour I'algebre 
d'octonion, permettant dc ce fait h G2 d'etre le 
groupe d'automorphismc dc ccttc; algebre. 

Pour mieux explicite cette idee, nous allons 
etudier de pres I'importance de la 3-forme en con- 

siderant tout d'abord, un systcmc de coordonnees 
{xi,...,X7) dans un espace plat R''. Notons la 
forme exterieur dxi A ... A dxi de par dxi,,,i et 
dcfinissons unc metrique gQ, une 3- forme ipQ et son 
dual dc Hodge la quatre forme -kipQ comme suit: 

(^Q — dxi + .... + dxj 

ifo = dxi23 + dxi45 + dxier + dx246 

- dX257 - dX356 - dxu? 

■kipo = dX456r + dX2367 + dX23ib + dxiz^-j 

- da;i346 - dxi2h& - dxi2i7 (3.13) 

Alors, le sous-groupe dc G?(7,R) qui preserve LpQ 
n'est autre que le groupe de Lie exceptionnel G2. 
II preserve aussi la 4-forme ★<po ainsi que la 
metrique euclidienne. 

Le groupe de Lie G2 est compact, semi-simple et 
de dimension 14. Dc plus, c'est le sous-groupe 
maximal de 50(7). Dans ce cas, ipo et -kipo 
definissent la structure-G2 dans R''. 
Par la suite, interessons-nous au cas 011 la variete X 
de dimension sept est courbee. Alors la geometric 
est determinee par une 3-forme ip stable par G2, 
de sorte que tout espace tangent Tp{X) a X en un 
point p admet un isomorphisme avec R^. Celui- 
ci identifie if et la metrique g {X) avec (po et 
go respectivement. D'autre part, pour I'algebre 
d'Octonion 011 

o = x°l+x''ia, (3.14) 

le groupe exceptionnel G2 est son groupe 
d'automorphismc. Effcctivement pour une 3-forme 
(fi qui est definit localement, les elements ia satis- 
font la formule 

iah = -Sab + •^abcic (3.15) 

suite a laquelle ImO qui est la partie imaginaire 
de I'algebre d'Octonion est consideree comme une 
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copie de I'espace tangent en un point de la variete 
X. 

Par ailleurs, vu rimportance de cette S-forme (p, 
la structure-G2 est notee par la paire {ip,g ). 
Par consequent, la variete X d'holonomic G2 est 
definit par le triplet (X, ip,g) o\i X est la variete 
de dimension sept dans laquelle la structure- G2 est 
de torsion librc'''. 

Dans ce cas. on a Ics proprictcs suivantes: 

1. Le triplet {X,ip,g) est une variete 
d'holonomie G2 si X est une variete de di- 
mension sept ct {/f, g ) est la structure-G2 de 

torsion librc dans X. 

2. Si (7 a imc holonomie Hol{g {X)) = G2 alors 
g est Ricci-plate. 

3. La variete X de dimension sept et 
d'holonomie G2 possede un groupe fonda- 
mental tti qui est fini. Par consequent son 
premier nombre de Betti bi{X) ~ 0. Ccpen- 
dant le troisieme nombre de Betti &3(X) 
represente la dimension de I'espace des mod- 
ules de g {X). 

4. La compactification sur 
une variete d'holonomie G2 preserve | des 
charges supersymetriques initiales. 

5. Reduction de Kaluza-Klein 

Nous avons vu jusqu'a present que dans le cadre 
de la compactification de la theorie-M vers D = 4, 
seule une variete X reguliere d'holonomie G2 as- 
sure I'obtention d'un modclc a quatrc dimensions 
avec J\f = 1. Nous complctons cette section par 
une description explicite de ce modele en utilisant 
I'analysc de Kaluza-Klcin^^ ^'^ pour le champs an- 
tisymetrique C et la metrique g . 

a) L'analyse de Kaluza-Klein pour le 
champs C 

Choisissons deux bases des formes harmoniques 
de H'^{X) et de H^{X): 

{/3T;7=1,...,62(X)} (3.16) 

et 

K;a = l,...,63(X)}. (3.17) 



^Dire que la torsion Vip est libre revient a ce qu'elle 

vcrific la condition Vip = sur X avcc V est la con- 
nection de Levi-Civita associee a la metrique g {X). 



Du fait que bi{X) — 0, alors il n'y aura pas de som- 
mation sur les 1-formes harmoniques de X. Ainsi 
I'ansatz pour C ne produit pas des 2-formes non 
massives h. D = A. Par consequent, I'ansatz de 
Kaluza-Klcin pour Ic c;liamps C s'ecrit dans les 
deux bases w et /? comme suit: 

C = ^a;«</)„(t/) + 5^/3^A^(2/) (3.18) 

a 7 

Les A representent les 1-formes de I'espace de 
Minkowski impliquant 62 (X) champs de jauge 
abelicns, alors que les (pa sont les champs scalaircs 
dependant des coordonnees y de I'espace de 
Minkowski a D=4. 

Bien que le champs C produise 63 (X) scalaires 
reels non massifs, il faut s'attendre selon la su- 
persymctric J\f = la_D = 4ace que l'analyse 
de Kaluza-Klein pour g {X) donne b3{X) scalaires 
supplomentaires a quatre dimensions. D'ailleurs 
pour I'algcbrc supcrsymctriquc Af = I, toutes ses 
representations qui contiennent un scalaire reel non 
massif, suscitent a avoir au total deux scalaires se 
combinant en scalaire complcxc. 

b) L'analyse de Kaluza-Klein pour g (X) 
La metrique g (X) de la variete X d'holonomie 
G2 obeit aux equations du vide d'Einstein: 

Rij[g'{X)]=0 (3.19) 

avec Rij est le tenseur de Ricci. 

Alors I'obtention du spectre des modes zero 
provcnant de la metrique g (X) exige de lui 
chercher des fluctuations qui satisfont aussi aux 
equations (3.19). 

Attribuons a ces fluctuations de la metrique la 
forme 

g[j{x)+5g[j{x,y) (3.20) 

oil Sg^^j dependent des coordonnees y de I'espace 
de Minkowski a D ~ 4 ainsi que des coordonnees 
X de la variete d'holonomie G2. Ensuite, util- 
isons I'ansatz de Kaluza-Klein pour les fluctuations 
donne par la forme 

Sg'ij = hij{x)p{y). (3.21) 

Ces fluctuations produisent des champs scalaires 
non massifs a quatre dimensions. 
D 'autre part, pour une variete de dimension sept 
et d'holonomie SO{7), les hij sont des tenseurs 
symctriqucs d'ordre 2. lis sc transformcnt via la 
representation de dimension 27. Cette derniere 
reste irreductible meme dans le cas de G2. Par 
ailleurs dans une variete d'holonomic G2, les 3- 
formes qui sont dans la representation 35 de 50(7) 
se decomposent sous Faction de G2 comme suit: 



11 



35 



1 + 7 + 27. 



(3.22) 



A. Variete K3 et les singularites ADE 



Permettant ainsi aux hij d'etre consideres comme 
des 3-forines de X. Or, puisque est une 3-forme 
dans la representation triviale, alors les cj sont 
des 3- formes dans la meme representation que hij . 
D'ou les fluctuations de la structure-G2 s'ecrivent: 

if = ip + 8(p 

= ip + Y,uj%x)pa{y). (3.23) 

a 

Par consequent, les champs scalaires non massifs 
provenant des fluctuations de la metrique de X 
sont exactement au nombre de 63 (X). Ainsi la 
combinaison des (/) ct p donne 63 (X) scalaires non 
massifs notes $"(?/). De plus, les superpartenaires 
fermioniques pour tout ces champs resultants sont 
fournit par le biais de la reduction de Kaluza-Klein 
pour le gravitino. 

En conclusion, la compactification de la theorie- 
M sur une variete X reguliere d'holonomie G2 

est une fagon naturelle pour obtenir un modcle a 
D = 4 AA = 1 ayant un groupe de jauge abelien. 
Ce modele est decrit par une theorie de super- 
gravitc Af = I couplee a 62 (X) multiplets vecto- 
riels abeliens et a 63 (X) multiplets chiraux non 
massifs. Pourtant cette compactification peut bien 
offrir une thciorie plus interessante possedant un 
groupe de jauge non abelien et de la matiere chi- 
rale, mais a condition que la variete X admette 
un certain type de singularites. Motives par cette 
idee^^, la construction de cette variete ainsi que 
I'ctude de la physique localisee au voisinage des 
singularites de I'espace d'holonomie G2 fera I'objet 
de la section suivante. 

IV. THEORIE-M AU VOISINAGE DES 
SINGULARITES 



L'une des consequences de I'etude complete de 
la dualitc entre la thcorie-M et la corde heterotique 
est que de meme que pour cette derniere, la 
theorie-M doit aussi posseder une symetrie non 
abelienne^. Cette symetrie est garantit par des 
points speciaux de I'espace des modules de K3. 
Plus precisement, ceux oil la variete K3 developpe 
des singularites orbifold. De ce fait, nous concen- 
trons notre intcrct dans cette sous-section a une 
realisation geometrique bien particuliere de K3. 
Exactement, celle oil cette variete riemannienne 
de dimension quatre est decrite localement par 
I'orbifold R''/r 011 F est un sous-groupe discret et 
flni de 50(4). Mais sachant que la supersymctrie 
est completement non brisee sur tout I'espace des 
modules dans le cas de la corde heterotique, alors 
les singularites orbifold de K3 doivent etre choisies 
de sorte que la supersymetrie soit preservee la 
aussi. Ceci se traduit par la condition que F est 
un sous-groupe fini de SU{2) C 5*0(4). 
Par passage aux coordonnees complexes = R^, 
tout point de est represente par un vecteur a 
deux composantes sur lequel SU{2) agit de fagon 
standard comme suit: 

(:) - <«) 

oil les sous-groupes flnis de SU (2) ont une classifl- 
cation decrite en termes des algebres de Lie semi- 
simples et simplement lacees*: An, Dk, Ee, E7 et 
Eg . 

Dans ce contexte, les trois sous groupes excep- 
tionnels correspondent aux trois groupes de Lie 
exceptionnel de type-E. Cependant An est liee a 
SU{n + 1) alors que Dk est associee a SO {2k). 
D 'autre part, ces sous-groupes que nous notons par 
Tah, Td,, et Fe, sont decrits explicitement comme 
suit: 



Le but principal de cette section est de proceder 
a la construction d'une variete d'holonomie G2 
qui nous attribue un modele a quatre dimensions, 
possedant un groupe de jauge non abelien ainsi 
que de la matiere chirale. En premier temps, nous 
utilisons comme argument de depart la dualite en- 
tre la thcorie-M compactifice sur K3 et la corde 
heterotique sur T^. Cette etude de dualite nous 
presente une maniere geometrique pour extraire les 
symetries de jauge non abcliennes dans le modele 
de la theorie-M a partir de I'aspect singulier de K3. 
Ensuite nous realisons en detail la variete X dont 
les singularites vont nous permettre d'obtenir un 
modele de physique de particules a quatre dimen- 
sions. 



• rA„_i est isomorphe a Z„ (le groupe cyclique 
d'ordre n) et il est genere par: 











(4.2) 



Fd^ est isomorphe a 'Dk-2 (Ic groupe dihedral 
binaire d'ordre 4fc— 8) et admet 2 generateurs 
a et cr donnes par: 







i 

1 i 



(4.3) 
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• est isomorphe a T (le groupe tetrahedral 
binairo d'ordre 24) et qui possede deux 
generateurs de la forme: 

(e^ \ / \ ,s 

^ ^ ; 2^ 2^ (4.4) 

e ^ I yes 68/ 

• Fe^ est isomorphe a O (le groupe octohedral 

binairc d'ordre 48) ayant pour generateurs 
les deux de Fes et un troisieme qui est: 

• Finalement, Fes est isomorphe a I (Ic 
groupe icosahedral d'ordre 120) avec deux 
generateurs: 

/ -e^ \ 
V -e^ ) ' 

■ii,r2 — mr ii,T2 — mr \ 
^ L^-"^ (4.6) 

1 — e 5 — e 5 I 
^ 'ii^'i 1^3" — ii^i J 

Puisque seule la physique au voisinage des sin- 
gularites orbifold de K3 nous interesse, alors nous 
allons nous restreindre dans ce qui suit a une etude 
locale de la theorie-M sur C^/F x R^'^. De plus, 
nous allons choisir le sous groupe Fai parmi tout 
les autres pour des raisons de simplicite. Ainsi 
dans ce cas, nous avons Fai qui est isomorphe a 
Z2, est en fait le centre de SU(2). Son generateur 
agit sur comme suit: 

(") ^ ("-") 

Algebriquement, parametrisons C^/Fai en termes 
des coordonnees de invariants par Fai que nous 
notons: u^^v^ et uv. Ensuite, nous donnons une 
transformation: 

CVFai (4.8) 

et nous definissons les nouvelles coordonnees com- 
plexes: 

2 2 

X = U — V 

y = iu^ + iv^ 

z = 2uv (4.9) 

qui sont invariantes par la symetrie Z2 . Cette nou- 
velle parametrisation decrit un modele local sin- 

gulier. Ce dernier est connu sous le nom de la sin- 
gularite Ai dans la classification des singularites 
des surfaces complexes: 



Ai ■.V{x,y,z) xy - z'^ =0. (4.10) 

Pour un choix adequat des variables x,y,z, 
I'equation complexe prend la forme 

x^+y^ + z^ = 0. (4.11) 

Dans ce cas, (4.11) definit I'orbifold C^/Fai 
comme une hypersurface singuliere dans C^. Par 
ailleurs, cette singularite peut etre resolue par deux 

fagons: 

1. Par la deformation de la structure complexe 
en ajoutant un terme supplement aire dans 
I'equation algebrique (4.11). 

2. Par la deformation de la structure de Kahler 
en remplagant le point singulier par une 
sphere. 

Or la propriete d'auto-miroir de la variete K3 
permet aux deux approches des deformations a 
etre cquivalentes. Ainsi, le traitement de la sin- 
gularite par I'une ou I'autre deformation conduit 
a des varietes topologiquement identiques. Par 
consequent, I'equation (4.11) apres la resolution 
complexe devient: 

x^ + y^ + z^ = ^i (4.12) 

II est clair que la partie reelle de cette equation 
n'est autre qu'une 2-sphere dont I'aire finie est 
determinee par la partie reelle de fi qui donne le 
rayon reel r. Par suite, lorsque r tend vers zero, la 
sphere se contracte a une aire nuUe. D'autre part, 
il se trouve que I'espace total de la deformation de 
la variete C^/Fai n'est autre que le fibre cotan- 
gent de la 2-sphere et que nous notons par T*^^. 
Afin de mieux illustrer cette idee, considerons les 
parties reelles k de x, y, z ainsi que leurs parties 
imaginaires pi . Pour /j. reel, nous obtenons les deux 
equations suivantes: 

^^^ft=0 (4.13) 

les li decrivent la sphere S"^, alors que les Pi 
parametrisent les directions tangentielles. 

B. Theorie-M au voisinage des singulcirites 

ADE 

Comme nous venons de le constater, la 
deformation de la singularite orbifold donne lieu a 
une 2-sphere de rayon r. Alors a sept dimensions'^, 
un champ de jauge U{1) est produit par le biais de 
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la reduction de Kaluza-Klein pour le champ an- 
tisymetrique C. De plus, la metrique d'holonomie 
G2 possede trois parametres qui controlent I'aire 
de 5^. Or puisque le multiplet vectoriel a sept di- 
mensions contient exactemcnt un champ dc jauge 
et trois champs scalaires. Nous deduisons par 
analogie que le spectre non massif lorsque T*^^ 
est rcgulier n'est autre qu'un multiplet vectoriel 
abelien. 

D'autre part des que les scalaires varient vers 

zero, ce qui signifie que la sphere se retrecit a une 
aire nulle, unc symetrie de jauge non abelienne ap- 
parait. Cette derniere doit son (existence a la du- 
alite avec la corde heterotique, tout en exigeant 
aux bosons d'etre non massifs au voisinage de 
la singularitc Ai. Cos bosons sont clcctriqucimcnt 
charges sous le champ de jauge U{1) qui provient 
de la 3-forme C. Or a £> = 11, c'est la M2-brane 
qui est charge sous C. Portant unc tension, la dy- 
namique de cette brane I'incite a enrouler la sphere 
dans I'espace. Ainsi a sept dimensions cet cnroule- 
ment genere une particule chargee sous C/(l) qui 
porte une masse proportionnelle a I'aire du volume 
dc 5*^. Plus encore, une charge U{1) opposee a la 
precedente est produite du fait que la M2-brane en- 
roule ce 2-cycle meme dans I'orientation opposee. 
Par suite, dans la limitc singulicrc dc ou le 
volume de la sphere se contracte a zero, les deux 
multiplets BPS charges de fagon opposee devien- 
ncnt non massifs. Ccux-ci provoqucnt I'apparition 
d'une symetrie de jauge Ax = SU{2) a partir de 
U{1). 

Par consequent le probleme de la symetrie de jauge 
non abelienne dans la theorie-M est rattachee a 
I'etude de la singularite Ai de KZ. 

En outre, a sept dimensions la theorie de su- 
per Yang-Mills depend sculcmcnt de son groupc 
de jauge. Par ailleurs en absence de la gravite, 
la physique a basse energie de la theorie-M sur 
C^/F/ii X R'^'^ est dccrite par la theorie de super 
Yang-Mills sur O x R^'^ avec un groupe de jauge 
SU{2). 

Dans le but de rendre I'etude plus complete, 
il s'est avere necessaire de proccdcr a unc 
generalisation. En effet en absence de la gravite, 
la physique a basse energie de la theorie-M sur 
C^/F/iDB X R^'^ est decrite par la theorie de su- 
per Yang-Mills sur O x R^'^ ayant un groupe de 
jauge associe a I'une des algebres de Lie ADE. 
Particulierement la deformation de la singularite 
orbifold dans C"^ /Tade contient k 2-sphcrcs avec 
k = rang{ADE). L'intersection de ces spheres 
s'effectue en concorde avec la matrice de Cartan 
des algebres de Lie ADE. Par contre aux points 
reguliers de I'espace des modules, le groupe de 
jauge n'est autre que U{1)''. 



En conclusion, a sept dimensions la theorie a basse 
energie acquiert un groupe de jauge non abclicin lie 
aux ADE, a I'origine de I'espace des modules, et 
ceci grace au mecanisme de Higgs. 

C. Theorie de jauge a quatres dimensions 

Rappelons que I'idee principale de cette section 
est de retrouver un modele physique a quarte di- 
mensions, resultant de la compactification dc la 
theorie-M sur la variete X qui possede un certain 
type de singularites. Ainsi en se basant sur ce qui 
precede, nous considerons un espace-temps Y^'^ 
a sept dimensions le long duquel sont implantees 
des singularites ADE. Alors comme nous venons 
de le constater auparavant dans le contexte de la 
dualite a D = 7, la description de la physique 
de la theoric-M au voisinage dc Y s'effectue en 
terme de la theorie de super Yang-Mills avec un 
groupe de jauge determine par le type de singu- 
larite donnc. Par consequent il est clair a present 
que la realisation de la physique de la theorie- 
M compactifiee vers quatre dimensions, revient a 
I'etude de la dynamique de la theorie de jauge dans 
I'espace W x R^'^ en absence de la gravite^'^^'^^. 
Au voisinage de cet espace qui n'est autre que Y, 
la variete X d'holonomie G2 admet la realisation: 

X = C^/Tade X W (4.14) 

oil W caracterise une variete de dimension trois 
reelle sur laquelle les singularites ADE sont lo- 
calisees. 



1. Spectre a quatre dimensions 

Avant d'aborder le spectre a quatre dimensions, 
commengons en premier lieu par preciser qu'a sept 
dimensions, le groupe de symetrie global de la 
theorie de super Yang-Mills provenant de la corde 
heterotique sur est SO{3) x 50(1,6). Le pre- 
mier factcur prcsente la R-symctrie tandis que le 
second n'est autre que le groupe de Lorentz. 
Dans la representation adjointe du groupe de 
jauge, les champs de la theorie se transforme 
comme suit: 

Les champs de jauge — > (1,7) 
Les scalaires — > (3,1) 
Les fermions — > (2, 8). (4.15) 

De plus, les 16 supercharges se transforment aussi, 

16 — i>(2,8). (4.16) 
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Pour W arbitraire, le groupe de symetrie dans W x 
R^'^ se brise en 

S0{3) X 50(3)' X 50(1,3). (4.17) 

S0{3) est le groupe de structure du fibre tangent 
a W, alors que 5*0(3) agit sur la fibre; normalo a 
W dans X. Dans ce cas a quatre dimensions, les 
charges supersymetriques se transforment en: 

(2, 2, 2) + (2, 2, 2). (4.18) 

Pour D — A, la physique est decrite par une theorie 
de jauge qui n'cst pas supersymetrique puisque W 
est une varietc courbee de dimension 3. Mais lo- 
calement, pour que C'^/Tade soit d'holonomie G2 
il faut que cettc theorie soit supcrsymotriqiie. En 
effet ceci apparait clairement lorsque nous traitons 
la structure-G2. Pour cette raison, considerons 
tout d'abord la structure SU{2) de C^/Tade- Get 
espace a quatre dimensions et d'holonomie SU (2) 
est une variete hyper-kahlerienne qui admet trois 
2-formes Ui paralleles. Celles-ci se transforment 
localement sous Taction de 5*0(3). Ainsi dans C^, 
ces 2-formes sont explicitement donnees par: 

coi + iuj2 = duAdv 

UJ3 = -du Adu + dv A dJU (4.19) 

et sont preservees par Tade- 

D'autre part, I'espace des modules des metriques 
d'holonomie SU{2) coincide avec I'espace des mod- 
ules de la theorie de jauge possedant Taction 50(3) 
(voir (3.1)). Pour cette raison, le groupe de rota- 
tion des 2-formes est idcntifie avec le facteur 5*0(3) 
de la theorie de jauge a sept dimensions. 
Par ailleurs dans un reperc plat de W, la 
structure-G2 de C^/Vade prend la forme: 

<^ = A ej^'-' -I- ei A 62 A 63. (4.20) 

Cette formule est invariante par SO{3) a condi- 
tion que ce groupe agit sur les dc la mcmc facon 
qu'il agisse sur les Wj. Cependant, 5*0(3) agit aussi 
sur les ej puisqu'il est le groupe de structure du 
fibre tangent dc W. Ainsi il doit etre identific avec 
5*0(3) afin que C^/Tade admette une metrique 
d'holonomie G2. 

Cette identification suscite la brisure des symetries 
en sous-groupe diagonal 5*0(3)" des deux 5*0(3), 
incitant la theorie a qiiatrc dimensions a ctrc su- 
persymetrique. Apres cette brisure, le groupe de 
symetrie devient: 

5*0(3)" X 50(1,3) (4.21) 

Dans ce cas, les champs se transforment comme 
suit: 



Les champs de jauge 
Les trois scalaires 
Les supercharges 
De meme les fermions 



(3,1) + (1,4). 

(3.1) . 

(1.2) + (3,2) + cc. 

(l,2) + (3,2) + cc. (4.22) 



Ainsi les champs scalaires, sous le groupe de 
Lorentz k D = 4, forment deux copies de la 
representation 3 de 5*0(3)", autrement deux 1- 
formcs de W. A cet cgard, ils sont prcciscmcnt 
au nombre de bi{W). De plus leurs superparte- 
naires sont les (3, 2) -I- cc fermions. Ensemble, 
ces scalaires et ces fermions fournissent le contenu 
de 61 (W) supermultiplets chiraux. Cependant, le 
champ (1,4) donne un champ de jauge a quatre 
dimensions dont les partenaires supersymetriques 
sont evidemment les fermions qui se transforment 
comme (1,2) + cc. Or puisque X est d'holonomie 
G2, alors la variete compacte W doit verifier la 
condition b\{W) = 0. Par consequent, a quatre di- 
mensions la physique de la theorie-M au voisinage 
des singularites ADE est decrite par la theorie de 
super Yang-Mills J\f = 1 pure. 

D. Matiere chirale via la dualite avec la corde 
heterotique 

A ce stade nous avons montrc q\ic les singu- 
larites orbifold ADE de la variete d'holonomie 
G2 permettent d'avoir une theorie avec un groupe 
de jauge non abclien. Mais ceci reste insuffisant 
surtout que notre but majeur consiste a obtenir 
un modele de physique des particules. Ce dernier 
exige la presence de la matiere chirale chargee sous 
les symetries de jauge dans le spectre a quatre di- 
mensions. Le type des singularites les plus sim- 
ples fournissant de la matiere chirale sont les sin- 
gularites coniques^ ■ ^ ^ . 

Dans notre cas, la metrique conique prend la 
forme: 

ds^ = dr^ + r^g{Y) (4.23) 

oil g(Y) n'cst autre que la metrique de la variete 
Y qui est compacte de dimension six. Par suite la 
variete X possedant cette metrique, est vue comme 
un cone sur Y. De plus elle dispose d'une singularite 
a Torigine pour r = 0. Pour ce type de singularite, 
le spectre de la theorie-M a Z) = 4 contient bien 
de la matiere chirale. 

II est clair a present que notre objectif consiste a 
construire de fagon explicite des varietes avec sin- 
gularites coniques. Pour cette raison, nous allons 
une fois encore profiter des avantages de la dualite 
a sept dimensions avec la corde heterotique sur 
que nous avons deja traite precedemment. 
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La corde heterotique compactifiee sur uno 
varictc dc Calabi-Yau Z de dimension trois coni- 
plexe, donne la matiere chirale dans son spectre a 
quatre dimensions^^'^^. De plus, selon un resultat 
de Strominger, Yau ct Zaslow 2, posscde la pro- 
priete de la symetrie miroir si elle est realisee 
comme une fibration (avec singularites et mon- 
odromics) sur unc base W (dans uno limitc dc 
son espace des modules)-^^. Ainsi, en utilisant 
au niveau de chaque fibre la dualite entre la 
corde heterotique sur et la theoric-M sur fC3, 
nous dcduisons grace a I'argument adiabatique que 
la corde heterotique sur Z est equivalente a la 
theorie-M sur une variete X de dimension sept. 
Cette variete X n'est autre qu'une fibration K2> sur 
la mcmc base; W (avec singularites et monodromies 
) et ayant une holonomie G2. 
Dans ce cas: 

theorie-M heterotique 
K3 X W ~ T3 X W ^' ' 

Utilisons ce resultat afin de determiner dans X 
le type de singularite suscitant de la matiere chi- 
rale. Pour cette raison supposons que la corde 
heterotique sur Z posscde une symetrie de jauge 
non brisee notee G et qui est simplement lacee. 
Alors dans le contexte de X, ceci signifie que 
chaque fibre KZ posscde unc singularite dc type 
G et que, la famille des singularites dans X est 
parametrisee par la base W. 
Ainsi deux cas se distinguent: 

1. Si I'espace normal a W , qui est rcgulicre, est 
une famille des singularites de G variant de 
fagon reguliere, alors dans ce cas la theorie 

a basse cnergic est une theorie de jauge sur 
Ri.-'' X W sans matiere chirale. 

2. En s'interessant au cas o\x W est plutot sin- 
guliere, dans ce cas I'existence des multiplets 
chiraux est garantit par les singularites de la 

base. 

Dans le but de determiner le type de ces sin- 
gularites, nous utilisons la dualite avec la corde 
heterotique. En particulicr, placons-nous a titrc 
d'exemple dans le cas de la corde heterotique 
Eg X Eg et oil G = SU (5) est sous-groupe de Fun 
des £"8^. Ce modclc conticnt dc la matiere chirale 
dans la representation 5 et 10 du groupe SU{5). 
Etudions cet exemple specifique de pres. 

1. Etude en language de la corde heterotique 

Soit I'exemple de la representation 5. Le corn- 
mutant de SU (5) dans Eg est une deuxieme copie 



de SU{!i) notee SU{5)' . Or, puisque SU{5) est non 
brise, le groupe de structure du fibre de jauge E de 
Z se reduit de £^8 a SU (5) . De plus, la partie de la 
representation adjointe de Eg qui se transforme en 
5 sous SU{5), se transforme en 10 sous SU{5) : 

Eg — ^ SU{5) X SU{5)' 
partie de 248 — )■ (5, 10). (4.25) 

D'autre part, le chiral non massif 5 de SU{5) 
s'obtient grace a I'equation de Dirac dans Z a 
valeurs dans 10 de SU{5) . EfFcctivcment, pour 
SU{5) non brise, ses representations non massives 
5 sont fournit par les zeros modes de I'equation de 
Dirac. 

Par consequent, dans le cas des fibres de rayon 
^, avec ^ tres petit, la resolution de I'equation de 
Dirac s'effectue en deux etapes: 

1. Le long dc la fibre. 

2. Lc long dc la base. 

Autrement dit, I'operateur de Dirac 2? s'ecrit: 

V = Vt+Vw (4.26) 

ou Vt est I'operateur de Dirac le long de la fibre, 
par contre Vw est I'operateur de Dirac le long de 
la base. 

La valeur proprc dc Vt cntrainc un tcrmc de 
"masse" effectif dans I'equation de Dirac dans W. 
Dans le cas des fibres generiques de Z — > W, les 
zeros modes sont localises au voisinage des points 
de W sur lesquels Vt admet un zero mode. En 
limitant I'etude a une seule fibre T^, le SU{5) 
de E est decrit comme fibre plat avec des mon- 
odromies autour des trois directions du tore. Par 
ailleurs au-dessus de quelques points P de W, un 
zero mode de Vt surgit precisement si les mon- 
odromies dans la fibre sont tous triviales pour cer- 
tains vecteurs de la representation 10. Ceci signifie 
que les monodromies du sous-groupe SU{5) lais- 
sent ces vecteurs fixes. 

Si 10 est representee par une matrice anti- 
symctrique (5,5) que nous notons B^^ avec i,j = 
1,...,5, alors le vcctcur invariant par la mon- 
odromie correspond a une matrice B ayant 
quelques elements non nuls. II est clair a present 
que le sous-groupe de SU (5) sous lequel B est in- 
variant, est un sous-groupe de SU (2) x SU (3) (tel 
que SU{2) agit sur les coordonnees dont i,j = 1,2, 
cependant SU{3) agit sur i, j = 3,4,5). 
Particulierement, nous choisissons une base qui di- 
agonalise les monodromies au voisinage de P et 
qui d'autre part, entrave B^^ a etre le seul element 
non nul de la matrice B. Dans ce cas, le sous- 
groupe de SU{5) laissant B fixe est exactement 
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SU{2) X SU(i). Or, le commutant de ce dernier 
dans n'est autre que SU{6). Ainsi, nous distin- 
guons deux cas: 

Au dessus du point P: 

1. Les monodromies commutent non seulement 
avec SU{5) mais aussi avec SU{6). 

2. Les monodroniies attribucnt de grandes 
masses a tout les modes de Eg excepte ceux 
de la representation adjointe de SU{6). 

3. Le groupe de jauge se restreint a SU{6) au 
lieu de Es- 

Loin du point P: 

1. Les monodromies brisent SU{6) en SU{5) x 

Par consequent, rcduire I'etudc dc Eg, a SU{6) 
rcvicnt a considerer U{1) comme fibre de jauge 
plutot que SU (5) . 
Autrement, 

Es SU{6) 
implique que: SU{5)' — )■ U{1), (4.27) 

surtout que U{1) est le second facteur dans 

SU{5) X C/(l) c SU(6). 

Or dire que SU (6) est non brise au dessus dc P 
pour la corde heterotique, signifie dans le con- 
texte de la theorie-M que la fibre sur P possede 
une singularite SU{6). Par contre la non-brisure 
de SU{5) X U{1) loin de P, s'cxpliquc an niveau 
de la theorie-M par le fait que la fibre generique 
contient seulement la singularite SU (5) au lieu de 
SU{6). Et dc plus Ic [/(I) non brise est porte par 
la 3-forme C de la theorie-M. 
En conclusion, la matiere chirale provenant de la 
corde heterotique sur Z est localisee aux points P 
de W oil les monodromies dans les fibres sont 
triviales. 

Nous allons completer cette etude par passage a la 
theorie-M dans ce qui suit. 

2. Etude en language de la theorie-M 

Avant de reprendre la description faite dans 
le cadre de la theorie-M sur une variete 
X d'holonomic G2, commcncons tout d'abord 
par traiter brievement le cas de I'ingenicric 
geometrique de la matiere chargee pour type IIA 
sur une Calabi-Yau de dimension trois complexe^^ . 
Cette variete notee TZ est realisee comme une fibre 
K3 sur une base Q de sorte que: 



1. Sur un point distingue P S Q , la singularite 
est de type G. 

2. Sur un point generique de Q , cette singu- 
larite est remplacee par une de type G oii: 

rangG =1 + vangG (4.28) 

A ce niveau, nous restrcignons notrc etude a 
G = SU (6) et G = SU (5) puisque c'est le cas que 
nous avons deja traite dans le cadre de la corde 
heterotique. 

La singularite SU{(!>) est decrite par I'equation: 

xy = z^. (4.29) 

Or, son depliement depend de cinq parametres 
complexes et s'ecrit: 

xy = z'^ + Pi{z) (4.30) 

ou P{z) est un polynome quartiquc en z. 
Dans le but dc deformer la singularite SU{Q) en 
rctcnant la singularite SU{5), le polynome z^ + 
P4{z) doit avoir une racine du S^™'^ ordre. Sous 
cette condition, la deformation prend la forme: 

xy = {z + 5e){z - e)^ (4.31) 

oil e est un paramctrc complcxc de la base Q . 
En plus du fait qu'elle decrit le depliement par- 
tiel de la singularite SU{6), cette equation (4.31) 
donne aussi la structure complexe de I'espace total 

n. 

Dans la suite, nous allons prolonger cette etude a la 
variete X d'holonomie G2 qui nous interesse^^'^°. 
Dans ce cas, la construction est similaire a la seule 
difference, est d'aborder la singularite SU{6) en 
tant qu'une variete hyperkahlerienne au lieu de 
complexe comme est le cas pour cet exemple de 
TZ. Pour cette raison, chaque parametre complexe 
de P4 doit etre accompagne par un parametre 
reel qui controle I'aire d'un diviseur exception- 
nel lors de la deformation de la singularite. Par 
consequent, les parametres ne sont plus cinq com- 
plexes mais plutot une famille de cinq triplets de 
parametres reels. L'espace des parametres de cette 
deformation n'est autre que W et I'espace total est 
la variete singulicre d'holonomie G2 dont la singu- 
larite produit la matiere chirale. 
A ce niveau, il est evident de se demander com- 
ment sera le depliement dans ce cas? 

Afin de mieux illustrer cette idee, nous fer- 
ons recours a la description de Kronheimcr du 
depliement via le quotient hyperkahlerien. De plus, 
au lieu de limiter I'etude comme nous I'avons fait 
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jusqu'a present a la singularite SU{6), nous al- 
iens plutot generaliser I'analyse en considerant Ic 
depliement de SU {N + 1) qui garde la singularite 
SUiN). 

Ce nouvcau depliement est appele depliement liy- 
perkahlerien, de plus il s'obtient en prenant un 
systeme de N + 1 hypermultiplets 4>o,4>i, ■ ■ ■ ,4>n 
avec une action de K = Sous le z"'"^ C/(l) 

(oil i = 1, . . . , N), a la charge 1 et (pi-i porte la 
charge —1 par centre tout les autres sont neutres. 
Ainsi ces hypermultiplets parametrisent le produit 
de A^-|- 1 copies de R** que nous notons H^+^ pour 

Par ailleurs, le quotient hyperkahlerien de ce H^+^ 
par K se definit en deux etapes: 

1. En posant les Z^-champs egaux a zero. 

2. En divisant par K. 

Ce qoutient est alors note par H.^~^^ / /K et il est 
isomorphe a H/Zjv+i de singularite SU{N + 1). 
En global, le depliement contient 3A'' parametres 
puisque D possede pour chaque U{1) trois com- 
posantes dont le groupe de rotation est SU{2) (R- 
symetrie). D'autre part, le depliement partiel de 
SU{N +1), tout en retenons la singularite SU{N), 
s'obtient alors: 

1. En imposant aux 3(A'^ — 1) parametres a etre 
egaux a zero. 

2. En laissant les trois parametres qui restent 
varier. Notons que ces trois ne sont autre 
que les valeurs de ^ pour I'un des U{1). 

Pour efFectucr cettc procedure, commengons 
d'abord par realiser K comme 

K = k' X U{1)' (4.32) 

ou C/(l) est Fun des facteurs choisis de K = 
U{1)^. Ensuite, prenons le quotient hyper- 
kahlerien de H^+^ par K pour avoir une variete 
hyperkahlerienne de dimension 8 notee: 

X = H^+V/iV-'. (4.33) 

Apres, considerons le quotient ordinaire et non pas 
le quotient hyperkahlerien de X par U{1) . Ce quo- 
tient va nous fournir la variete X de dimension sept 
qui admet pour groupe d'holonomie, le groupe G2: 

X^X/U{1)'. (4.34) 

De plus, afin d'identifier les groupes d'action 
sur H et H , parametrisons H et H respective- 
ment par les paires des variables complexes (a, b) 
et {a',b'). 
Alors: 



1. L'action de Z^r sur H : 

(?) - (4.35, 

2. L'action de U{1) , commutant avec Zjv et 
preservant la structure hyperkahlerienne, est: 
• sur H 




(4.36) 



(4.37) 



Enfin, en posant 

Ui = a! ct (T2 = b' 

(T3 = a et (T4 = b, (4.38) 

le quotient ^H/Zjv x H ^ /U{1) peut ctrc dccrit 

grace a ces quatre variables complexes modulo 
r equivalence: 

(ai, (72, (73, 0-4) — )■ [X^ai,X^a2,Xcr3,Xa4,) 

\X\ = 1. (4.39) 

Ce quotient nous decrit alors un cone sur I'espace 
projectif pondere WCP^ ^ 
Par consequent, nous deduisons que la variete 
d'holonomie G2 que nous cherchons est rcalisee 
en tant qu'un cone sur I'espace projectif pondere. 
De plus, etant donne que WCP'^ jv,i.i dispose 
d'une famille de singularitcs A]y_i aux points 
(wi,W2,0, 0), qui apparait clairement en posant 
A = e"^, alors notre variete possede bien a son 
tour une famille de singularites Ajv-i- 

V. CONCLUSION 

Loin de chercher I'exhaustivite, ce travail a tente 
d'introduire la theorie-M qui est envisagee suscep- 
tible d'unifier les cinq modeles des theories des su- 
percordes, differentes dans leurs descriptions per- 
turbatives faiblement couplees. 
Nous avons egalement essaye de montrer dans ce 
papier, que la compactification de la thcorie-M, su- 
pergravite a onze dimensions avec 32 supercharges, 
sur une variete de dimension sept et d'holonomie 
G2 fournit une theorie a quatre dimensions de su- 
persymetrie J\f = 1. 

Nous avons enfin precede a I'etude de deux cas: 
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1. D'une part, lorsque X ctait rcguliere, 
I'analyse de Kaluza-Klcin dcs champs a onze 
dimensions nous a produit a quatre dimen- 
sions, une theorie de supergravite J\f = 1 
couplcc a h2(X) niultiplcts vectoriels abeliens 
at 63 (^) nndtiplcts chiraux. 

2. D'autre part, dans le cas oii X possedait un 
certain type de singularites, la dynamique a 
basse energie a ete decrite par une theorie do 
jauge non abelienne couplee a de la matiere 
chirale. En particulier, les symetries de 
jaugc non abclicnncs locales ont etc obtenues 
quand X a ete realisee comme une K3 fi- 
bration sur une base de dimension trois. 
Tandis que dcs singularites additionncllcs, 
plus prcciscmcnt, les singularites coniques de 
codimcnsion sept dans X nous ont fournit de 
la matiere chirale. 
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